Théorème de point fixe asymptotique dans les ordonnés infinis  by Fournier, G. & Gagnon, L.
DISCRETE 
MATHEMATICS 
ELSEYIER Discrete Mathematics 130 (1994) 69-76 
Thitorkme de point fixe asymptotique dans les ordonnks 
infinis 
G. FournieP*, L. Gagnonb 
a Universile de Sherbrooke, Sherbrooke. Quebec, Canada JIK 2Rl 
b University of Montreal, Montreal, Canada 
Received 13 December 1988 
1. Introduction 
Au d&but de 1920, Knaster [6] ktablit que le treillis des parties d’un ensemble 
posskde la propri& du point fixe. Un ensemble ordonni: P a la proprittb du point fixe, 
si pour toute fonction croissantefde P dans lui-meme, il existe au moins un lltment 
dans P laissk fixe par I’application f: Depuis lors, plusieurs mathkmaticiens, dont 
Baclawski, Bjtirner, Rival, Constantin, Fournier et bien d’autres, se sont intlressts au 
problkme suivant: ‘caract&iser les ensembles ordonnts ayant la propritti: du 
point fixe’. 
Ce probltime est rtsolu dans le cas des treillis. Vers 1950, Tarski [S] Ctablit que tout 
treillis complet a la proprikti: du point fixe. La Gciproque fut dtmontrie par Davis 
[3]. Pour le cas des ensembles ordonnls en gCnCra1, il n’existe pas encore de solution 
i ce problime. cependant, plusieurs rbsultats inttressants ont It& obtenus. Entre autre, 
l’introduction de la notion de rCtracte et des ordonnCs dkmontables, contractiles et 
escamotables (voir[2]). Notons que tous ces ensembles ordonnCs ont la propri& du 
point fixe. 
Dans cet article, nous g&&raliserons aux ensembles ordonn&s infinis plusieurs 
rCsultats obtenus par Constantin et Fournier [2] et par Baclawski et Bjiirner [l] dans 
le cas fini. 
Nous supposerons que, dans un ensemble ordon& infini P, il existe un ensemble. 
ordonni: fini P’ tel que pour tout x#‘, il existe un entier n 2 0 tel quef”(x)#. Si de 
plusf : P-P prtserve la comparabiliti: et si tout cycle def qui est aussi une chaine 
posside au plus un tltment, alors le nombre de Lefschetz gtntralisi: defest &gal $ la 
caracttristique d’Euler-Poincark de l’ensemble des points fixes def: En particulier, si 
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de plusfest croissante et si le nombre de Lefschetz defest non nul, alorsfpossede au 
moins un point fixe (voir [ 1,2]). 
2. Prdiminaires 
Un ensemble ordonnt, note (P, < ), est un ensemble P muni d’une relation, 6, 
reflexive, antisymetrique et transitive. 
Une chaine de l’ensemble ordonne (P, < ) est, par definition, un sows-ensemble de 
P totalement ordonne pour l’ordre induit. On d&nit la longueur d’une chaine, 
composee de IZ elements, comme Ctant Cgale h n - 1. Soient x, REP; on dit que x est 
comparable a y, note x - y, si x < y ou y d x; si x d y et x # y, on dit que y couvre x, note 
x <. y, si x <z < y implique z = y quel que soit zEP. 
On dit que l’applicationf : (P, < ) + (P, < ) preserve la comparabilite, si pour tout 
x, REP, x - y implique f(x) -f(y). 11 s’ensuit que l’image d’une chaine, par une telle 
application, est encore une chaine. L’application f : (P, < ) + (P, < ) est dite crois- 
Sante (dtcroissante), si pour tout x, yeP tels que x < y, on a f(x) <f(y) (respectivement 
f(Y)Gf(X)). 
Dans cet article, nous utiliserons l’homologie simpliciale des ensembles ordonnes 
infinis ou pas, a coefficients dans le corps Q des nombres rationnels, definie suivant la 
man&e habituelle comme suit. L’ensemble des permutations paires du simplexe 
(a0 ... a,), dont l’ordre sur les sommets est celui induit par P, constitue le simplexe 
d’orientation positive + (a, . . . a*). Par analogie, l’ensemble des permutations im- 
paires de (ao... ae) determine le simplexe d’orientation negative - (a0 ... ae). 
Notons d,(P) l’ensemble des chaines orientees positivement de longueur q incluses 
dans P. Soit C,(P) l’espace vectoriel, sur le corps Q des nombres rationnels, ayant 
pour base d,(P). On d&nit l’operateur bord d,: C,(P)-+Cq_ l(P) par: 
ap((ao . ..a.))= i (-l)‘(&) . ..&..CQ 
i=O 
oti (a0 ... Ji ... a4) designe le simplexe (a0 ... ai_ 1 ai+l ... a,); on ttend cette 
definition a C,(P) par linearite. On a a,_ ,3,=0. 
La suite 
. . . -C,+,(P)~C,(P)ssC,-,(P),... 
est un complexe de chaine. De plus, ker(8,)=Z,(P)~B,(P)=Im(~,+1), et puisque 
B,(P) est un sous-espace vectoriel de Z,(P), on peut ainsi dtfinir l’espace vectoriel 
quotient, H,(P)=Z,(P)/B,(P), que l’on appelle le qieme groupe d’homologie sim- 
pliciale de P. 
Dans ce travail, nous nous restreignons aux applications f : P-+P preservant la 
comparabilite, puisqu’alors l’image d’un simplexe par l’application f est encore un 
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simplexe. Ceci simplifie beaucoup la theorie, car on n’a nul besoin de considerer ce que 
l’on appelle les approximations simpliciales. 
Soit f : P+ P, une application prtservant la comparabilite, on definit un endomor- 
phisme de l’espace vectoriel C,(P) induit par A f4) = C,f : C,(P)-+C,(P) comme suit: 
(voir [1,2]) 
c&f ((x0 . ..xq))= 
i 
(f(Xo) “‘f(Xq>> si ftXi) +ftxjX tJ i +j, 
0 sinon 
on ttend cette definition a tout C,(P) par linearite. 
L’homomorphisme Cf: C(P)*C(P), du complexe de chaine C(P) dans lui-m&me, 
est la suite d’endomorphismes C,f: CJP)+CJP); C, est un foncteur des ensembles 
ordonnts et des applications qui preservent la comparabilitt vers les espaces vectoriels 
sur Q et Cfest une transformation de chaine (C,fest lineaire et a40 C, f = C,_ 1 fo 2,) et 
done que C est un foncteur des ensembles ordonnes et des applications qui preservent 
la comparabilite vers les complexes de chaines. 
Comme Z,(P) I C,J(Z,(P)) et B,(P) 13 C,f(B,(P)), l’homomorphisme Cf: C(P)+ 
C(P), du complexe de chaine C(P), dans lui-m&me, induit un homomorphisme 
H(f)=f,:H(P)+H(P), du complexe de chaine H(P), dont les elements 
f,, = H,(f): H,(P)+H,(P) sont dlfinis par: f,,(a, + B,(P)) = C,f(a,) + B,(P), avec 
4&,(P). 
On dit que P est de type fini, si tous les espaces H,(P) sont de dimension finie et si 
H,(P)=O, sauf pour un nombre fini d’entre eux. Si P est de type fini, le nombre de 
Lefschetz de f: P-+P et la caracteristique d’Euler-Poincart de P sont d&finis comme 
suit: 
W)=C(-l)“trW,(f)), et x(P)=x(-l)qdim(H,(P)). 
4 4 
Puisque nos espaces vectoriels H,(P) ne seront pas necessairement de dimension 
finie, nous aurons done besoin dune generalisation de la notion de trace et de nombre 
de Lefschetz. Comme les preuves sont des simplifications de celles que l’on trouve 
dans Granas [SJ, nous ne ferons qu’enoncer les rlsultats qui nous seront utiles. 
Soit cp: E-E un endomorphisme de l’espace vectoriel E sur Q. Comme dans 
Granas [S], posons N(cp)= UKer(cp”), oti cp”: E+E est la ne-iteree de cp. On a que 
cp-‘(N(cp))=N(cp), d’oti cp induit un monomorphisme @: E”+l?, oii E”=E/N(cp); de 
plus si E” est de dimension finie alors c’est un isomorphisme et dans ce cas, on dit que 
cp est admissible et on definit la trace generalisee de p comme suit: 
Tr(cp) = tr($). 
Soit cp : E -+ E un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Si E est de dimension finie 
~1, alors 
Trcp=trq. 
Soient E = {Eq} un espace vectoriel grad& et cp = {(pq: Eq+Eq} une suite d’en- 
domorphismes d’espaces vectoriels. Si E” est un espace vectoriel gradue de type fini (i.e. 
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$ = 0 sauf pour un nombre fini de q en lesquels il est de dimension fini) on dit [S] que 
cp est un endomorphisme de Leray et on d&nit [S] le nombre de Lefschetz generalist 
par: 
4cp)=C(- l)“Tr(cp,). 
4 
Proposition 2.1 (Granas [S]). Soit 
un diagramme commutatif d’espaces vectoriels grad&s. q = {(pq} est un endomorphisme 
de Leray si et seulement si il en est de m&me pour II/ = {$,}. Dans l’afirmative, on a: 
Ncp)=n($). 
Proposition 2.2 (Granas [S]). Soit c= {c,} une transformation de chaine dun complexe 
C=(C,,a,} dans k-m&me et soit c*=h=(h,} 1 es endomorphismes induits sur 
H = {Hq}. Si c est un endomorphisme de Leray, alors c.+ l’est aussi et A(c)=A(c*). 
3. Ordonnb finis 
Soient P un ensemble ordonne fini et f: P-+P une application qui preserve la 
comparabilitt, le nombre de Lefschetz de f et la caracteristique d’Euler-Poincare de 
P sont don&s par (Ref. [1,2]): 
A(f)=x(-l)qtr(Cqf)=A(Cf) et x(P)=~(-l)qdim(Cq(P))=~(C(P)). 
4 4 
Posons, 
P,={xEP:f(x)=x}= ensemble des points laisses fixes parf, 
Qf={x~P: x=f’(x)<f(x)}, 
Mr={xEP: (VnEN*, x<f”(x)) et (3kN*, x=f’(x))}. 
On a A4/ =) Qf I P,-. De plus, ~44~ si et seulement si x appartient a un cycle defqui est 
aussi une chaine dont x est le plus petit element. Si f: P-FP est une application 
croissante, alors MY= Pf. Sif: P+P est decroissante, alors Mf= Qf. 
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Thtorkme 3.1 (Constantin, Fournier [Z]). Si P est jini et si f:P+P p&serve la 
comparabilitb, alors A(f) = X(M/). 
Corollaire 3.2 (Baclawski, Bjiirner Cl]). Soit P$ni et f: P-P. Sifest croissante, alors 
I(f)=x(P,); en particulier, si A(f)#O,f a au moins un point Jixe; si f esT dbcroissante, 
alors n(f) = x(Qf). 
Corollaire 3.3 (Constantin, Fournier [2]). Soit P jini; si f: P-+P prbserve la com- 
parabilitt et si tout cycle de f qui est aussi une chaine posside au plus un Gment, alors 
J(f)=x(Pf). 
Corollaire 3.4 (Baclawski, Fournier Cl]). Soit P un ensemble ordonnb3ni, Q-acyclique, 
alors P a la propriktk du point jixe. 
4. Ordonnizs infinis 
Afin de gCnCraliser les rCsultats de la section pr&dente aux ensembles ordonnks 
infinis, nous imposerons une condition sur l’application f considtrke. Pour terminer, 
nous ttudierons quelques exemples. 
La condition (Cl) que nous imposerons sur l’application f: P-+P est la suivante: 
supposons qu’il existe un sous-ensemble fini P’ de P tel que pour tout XEP, il existe un 
entier n > 0 avec f”(x)~P). 
Proposition 4.1. Si la condition (Cl) est vbrijiibe, alors PI’= u{ f”(P’): n&J} est un 
ensemble jini. 
Dkmonstration. Soit n(x)=min {m >O: f”‘(x)@‘}, un tel entier existe d’apr& (Cl). 
Montrons que u {f”(P): 0 dn < a} = u {f’(x): 0 d i <n(x) et XEP’}. Le deuxikme 
membre est fini, car n(x) est fini et la r&union faite sur un ensemble fini est finie. 
L’inclusion 3 est triviale. 
Montrons l’autre inclusion. Soit XEP’, considtrons f”(x)~f”(P’). Montrons qu’il 
existe yEP’, tel quef”(x) =f ‘( y), pour 0 < i < n(y). Soit j = max { j 6 n:fj(x)EP’}; on peut 
toujours trouver un tel j, carfO(x)=xEY. Posons y=fj(x)~P’. On af”-j(y)=f”(x). 11 
reste g montrer que n-j < n( y). 11 suffit de montrer que pour tout 0 < id n -j, fi( y)#P’. 
Ce qui est vrai d’apr6s le choix de j. 0 
Proposition 4.2. P” of (PI’). Done f induit fpvv : P"-+P". 
DQmonstration. Soit YEPI’, alors il existe un entier m 3 0 et un tltment XEP’, tels que 
y=f”(x). D’oti f(y)=f”+l(x)#“. 0 
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Proposition 4.3. Soit f: P+ P une application preservant la comparabilite et satisfaisant 
la condition (Cl), alorsj”: cJP”)-c,JP) est un isomorphisme, pour tout entier q>O, air 
j”: c&P”)+c,r(P) est l’application dejinie comme suit: 
j”(x+N(c,f,,,))=x+N(c,f). 
De plus 70 C&, = Cfa; 
Dbmonstration. Remarquons que N(c,f) I N(c,f,..) et done J est independant du 
choix des representants de chaque classe. Montrons que j”: ff?,r(P”)-c&P) est un 
isomorphisme. 
(i) Jest injective. Soit x&&P”), tel que fix + N(cJ&)) = N(c$). On trouve ainsi, 
x + N(_c,f) = N(c$), c’est-a-dire x~N(c,_&,). 
(ii) j est surjective. Soit xK,(P). Considtrons, supx={a: a est un sommet appar- 
tenant a un simplexe de x} et n,=max(n:f”(a)4”, aEsupx}. On a bien que n,< 00, 
car sup x est un ensemble fini et pour tout aEP, il existe nEN tel quef”(a)@‘. On voit 
ainsi que cqfn(x)ECq(P”), pour tout n 2 n,. Done, c4f”X(x) + N(cJ&) est une classe de 
c&P”). Par ailleurs, puisque CJP”) est un espace vectoriel de dimension finie, on 
a que (cq,&)nx=c&!: est un isomorphisme (Ref. [S]). Par consequent, il existe 
y + N(cJ&)EC#“), tel que 
c,fYx) + N (c&=) = c,$“.7( y + N(cq.&)) = c&!:(y) + N(c&“) 
= cJ”“(y) + N(cq.k). 
Et ainsi, ~,f”~(y-x)~N(c,&.,). On peut done trouver un entier m>l, tel que 
c&f m+“X(y-x)=O, ce qui implique y-x~N(c,f). Enfin, 
x+N(c,f)=~+N(c,f)=j”(~+N(c&)). 
Ceci termine la demonstration. 0 
Puisque P” est fini et c”(P) z c”(P”), alors on en dtduit que c”(P) est de type fini. Ce 
qui nous permet de considerer le nombre de Lefschetz gtneralise def, 
A(f)=~(-l)qTr(cqf)=C(-l)qtr(cq~). 
4 4 
Lemme 4.4. Pf = PL;. 
DCmonstration. L’inclusion 2 est trivial.Montrons l’autre inclusion. Soit XEP,-, alors 
XEP et f(x)=x. Par ailleurs, la condition (Cl) entraine qu’il existe un entier n 20, tel 
que x=f”(x)~P’. D’od x~P1;. Cl 
Corollaire 4.5. Soient P un ensemble ordonnt et f: P+P une application croissante 
verifiant la condition (Cl), alors A( f,) = A( f) = x(Pf). En particulier, si ,4(f) #O, alors 
f a au moins un point jixe. 
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D(tmonstration. On a, par la Proposition 2.2, 
~(f,)=W7=C(-l)qtr(cqJ) 
4 
=I( - l)qtr(cqfp,,), d aprls les Propositions 4.3 et 2.1, 
4 
=4fP,,) 
= 4fP,,L car C(P”) est de type fini. 
= x(PI;), en vertu du Corollaire 3.2 
=x(Pf), d’aprks le Lemme 4.4. 
On vtrifie tout comme dans la dlmonstration du Corollaire 3.2 que si A(f) ~0, 
alors f posskde au moins un point fixe. 0 
Corollaire 4.6. Soient P un ensemble ordonnb et f: P-+P une application preservant la 
comparabilitb, telle que la condition (Cl) soit verijiee. Si tout cycle de f qui est aussi une 
chaine possede au plus un element, alors A(f) = x(P,-). 
DCmonstration. Voir la dkmonstration du corollaire prbddent. 0 
Corollaire 4.1. Soit P un ensemble ordonne, Q-acyclique, alors toute application f: P+P 
croissante vbrijiant la condition (Cl) possbde un point jixe. 
Dbmonstration. Puisque P est un ordonnk Q-acyclique, alors on a H,(P)= Q et 
Hi(P) =O, pour tout i #O. 11 s’ensuit que fiO(P) =H,(P) = Q et ffi(P) =O, pour tout 
i#O. On en dtduit que A(fJ=A( f)= 1. Le Corollaire 4.5 nous permet done de 
conclure que f posside un point fixe. 0 
Remarque 4.8. Si P est un ensemble ordonni: infini, Q-acyclique, alors il est faux que 
toute fonction croissante f: P-+P possgde au moins un point fixe. 11 suffit de prendre 
l’ensemble des entiers muni de l’ordre usuel. Cet ensemble est Q-acyclique, cependant 
il existe une application croissante f: Z-+Z, dkfinie par f (x) =x + 1, sans point fixe. 
Exemple 4.9. Considkrons l’ensemble ordonnk de la Fig. 1. Toute application crois- 
Sante f qui satisfait la condition (Cl) posdde un point fixe; en effet, A,(P) E Q et 
pi = 0, pour tout i # 0, ceci entraine que A(f) = 1 et par conskquent, f posside au 
moins un point fixe. Notons que toute application croissante dont l’image est finie 
satisfait (Cl). 
Exemple 4.10. Soit l’ensemble Z x Z ordonnk par (m, n) 3 (p, q) si et seulement si n > q 
et m-p<n-q. Tout comme dans l’exemple prktdent, toute application croissante 
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Fig. 1. 
fqui satisfait la condition (Cl) posdde au moins un point fixe. En particulier, s’il existe 
un entier k tel que pour tout couple (p,q) on peut trouver un entier n avec 
f”(p, q) =(m, n) et mz + n2 <k, alors f posskde au moins un point fixe. 
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